
Cvičeńı ze stochastické analýzy

1. Lévyho proces, Wiener̊uv, Poisson̊uv

Bud’ (Fn)∞n=0 filtrace na (Ω,A, P ). Řekneme, že proces Sn ∈ A(Fn) je Fn-náhodná procházka , pokud
Xn = Sn − Sn−1 ⊥⊥ Fn−1 pro každé n ∈ N a (Xn)∞n=1 jsou stejně rozdělené.

(1) Bud’ Sn Fn-náhodná procházka. Za jakých předpoklad̊u je následuj́ıćı proces Fn-martingal (su-
per/sub) ?
(a) Sn
(b) S2

n − nσ2 pro nějaké σ2 ∈ [0,∞)
(c) exp{αSn − βn} pro nějaké β ∈ R, je-li α ∈ R dáno.

Bud’ (Ft)t≥0 filtrace na (Ω,A, P ). Řekneme, že Lt ∈ A(Ft) se zprava spojitými trajektoriemi startuj́ıćı
z L0 = 0 je Ft-Lévyho proces, pokud Lt − Ls ⊥⊥ Fs pro 0 ≤ s ≤ t a tyto př́ır̊ustky Lt − Ls jsou
homogenńı, tj. Lt − Ls ∼ Lt−s.

(2) Bud’ Lt Ft-Lévyho proces. Za jakých předpoklad̊u je následuj́ıćı proces Fn-martingal ?
(a) Lt
(b) L2

t − σ2t pro nějaké σ2 ∈ [0,∞)
(c) exp{αLt − βt} pro nějaké β ∈ R, je-li α ∈ R dáno.

(3) Bud’ Lt Ft-Lévyho proces a Gt filtrace nezávislá s filtraćı Ft, tj. F∞ ⊥⊥ G∞. Ukažte, že pak Lt je
také Ft ∨ Gt-Lévyho proces.

(4) Bud’ Lt Ft-Lévyho proces, Nt Gt-Lévyho proces. Necht’ F∞ ⊥⊥ G∞ a α, β ∈ R. Ukažte, že pak
Mt = αLt + βNt je Ft ∨ Gt-Lévyho proces.

Bud’te Wt, Nt Ft-Lévyho procesy. Řekneme, že Wt je Ft-Wiener̊uv proces , pokud má spojité trajektorie
a Wt −Ws ∼ N(0, t − s) pro 0 ≤ s ≤ t. Podobně řekeneme, že Nt je Ft-Poisson̊uv proces , pokud je
jednoduchým č́ıtač́ım procesem, tj. Nt nabývá pouze celoč́ıselných hodnot a Nt − Nt− ∈ {0, 1}, t ≥ 0, a
pokud Nt −Ns ∼ Po(λ(t− s)) pro nějaké λ > 0, přičemž hodnotu λ nazýváme jeho intenzitou .

Konstrukce: Bud’ (τn)∞n=0 náhodná procházka s kladnými kroky 0 < Xn = τn − τn−1 ∼ Γ(λ, 1). Pak
Nt =

∑∞
k=1 1[τn≤t] je FNt

t -Poisson̊uv proces s intenzitou λ > 0.

(5) Bud’ Nt Ft-Poisson̊uv proces a (Sn)∞n=0 náhodná procházka nezávislá s F∞. Ukažte, že proces
Lt = SNt je FLt -Lévyho proces. Tento proces nazveme složeným Poissonovým procesem .

Návod: Ukažte, že E[exp{ix(Lt−Ls)}|Ns = k,X1, . . . , Xk] =
sj

exp{λ(t− s)(EeixS1 − 1)}. Uvažujte

Gt , Ft ∨ σ([Nt = k,X1 > x1, . . . , Xk > xk];x ∈ Rk, k ∈ N0).

(6) Bud’ Lt FLt -Lévyho proces. Ukažte, že také Mt = αLβt je také FMt -Lévyho proces pro α ∈ R, β ≥ 0.
Bud’ Wt Wiener̊uv proces, ukažte, že 1

σ
W (σ2t) je také Wiener̊uv pro σ > 0.

(7) Bud’ Wt Wiener̊uv proces, spočtěte jeho autokovariančńı funkci cov(Ws,Wt) a ukažte, že každý
gausovský proces (Xt)t≥0 startuj́ıćı z X0 = 0 se spojitými trajektoriemi a kovariančńı strukturou
cov(Xs, Xt) = s ∧ t je Wiener̊uv.

(8) Rozhodněte, zda existuje Wiener̊uv proces Wt takový, že Bt = tW1/t je opět Wiener̊uv, kde 0·? , 0.
Rozhodněte, zda existuje Wiener̊uv proces Wt takový, že Bt neńı Wiener̊uv.

(9) Bud’W = (W (1), . . . ,W (d)) n-dimenzionálńı Wiener̊uv proces , což znamená, žeW (1), . . . ,W (d)

jsou nezávislé Wienerovy procesy. Pro jaké λ ∈ Rd je proces Bt = λTWt opět Wiener̊uv. Pro jaké
A ∈ Rk×d je proces Vt = AWt opět k-dimenzionálńı Wiener̊uv ?


