Cviceni ze stochastické analyzy

1. Lévyho proces, Wieneruv, Poissonuv

Bud (F,)%, filtrace na (Q, A, P). Rekneme, Ze proces S, € A(F,) je F,-ndhodnd prochdzka, pokud
Xp =S, —S,-1 1L F,—1 pro kazdé n € N a (X,,)°, jsou stejné rozdélené.

(1) Bud S,, F,-ndhodné prochéazka. Za jakych ptredpokladu je nésledujici proces F,-martingal (su-
per/sub) 7
(a) S,
(b) S2 — no? pro ngjaké o2 € [0, 00)
(c) exp{asS, — fn} pro néjaké g € R, je-li @ € R déno.

Bud' (F,);o filtrace na (Q, A, P). Rekneme, ze L, € A(F;) se zprava spojitymi trajektoriemi startujici
z Ly = 0 je Fy-Lévyho proces, pokud L; — L, 1L F, pro 0 < s < t a tyto prirustky L; — L jsou
homogenni, tj. Ly — Ls ~ L;_.

(2) Bud L; F;-Lévyho proces. Za jakych piedpokladi je ndsledujici proces JF,-martingal ?
(a) Lt
(b) L? — ot pro néjaké o2 € [0, 00)
(c) exp{aL; — ft} pro ngjaké § € R, je-li @ € R déno.

(3) Bud L; Fi-Lévyho proces a G, filtrace nezavisld s filtraci Fy, tj. Foo 1L Goo. Ukazte, ze pak L; je
také F; V Gi-Lévyho proces.

(4) Bud L; F;-Lévyho proces, N; G;-Lévyho proces. Necht F,, 1L G, a a, € R. Ukaite, Ze pak
M; = al; + BNy je F; V Gi-Lévyho proces.

Bud'te W, N, F;-Lévyho procesy. Rekneme, ze W, je F;- Wienertiv proces, pokud mé spojité trajektorie
a W, —Ws ~ N(0,t —s) pro 0 < s < t. Podobné fekeneme, ze N, je Fy-Poissonuv proces, pokud je
jednoduchym ¢ftacim procesem, tj. NV; nabyvd pouze celociselnych hodnot a Ny — N;_ € {0,1},¢ > 0, a
pokud N; — Ng ~ Po(A(t — s)) pro néjaké A > 0, ptricemz hodnotu A\ nazyvame jeho intenzitou.

Konstrukce: Bud (7,)%°, ndhodna prochdzka s kladnymi kroky 0 < X,, = 7, — 7,_1 ~ ['(\,1). Pak
Ny =300 Lima<y Je FNt-Poissontiv proces s intenzitou A > 0.

(5) Bud N; F;-Poissonuv proces a (S,)%2, ndhodnd prochdzka nezdvisld s F,,. Ukazte, Ze proces
Ly = Sy, je FE-Lévyho proces. Tento proces nazveme sloZenym Poissonovym procesem.

Névod: Ukazte, ze Elexp{iz(L; — Ls)}|Ns = k, X1, ..., Xz] 2 exp{A(t — s)(Ee™ —1)}. Uvazujte
GEF V(N =k, X, >x1,..., X > a];2 € R k€ Np).

(6) Bud L; FF-Lévyho proces. Ukazte, Ze také My = aLg je také FM-Lévyho proces pro a € R, 3 > 0.
Bud W, Wieneruv proces, ukazte, Ze %W(a%) je také Wieneruv pro o > 0.

(7) Bud W; Wieneruv proces, spoctéte jeho autokovarianéni funkci cov(W,, W;) a ukazte, 7ze kazdy
gausovsky proces (X;)i>o startujici z Xo = 0 se spojitymi trajektoriemi a kovarianéni strukturou
cov(Xs, Xy) = s At je Wieneruv.

(8) Rozhodnéte, zda existuje Wienertuv proces W, takovy, ze B; = tW,; je opét Wienertv, kde 0-? 20.
Rozhodnéte, zda existuje Wieneruv proces W; takovy, ze B; neni Wieneruv.

(9) Bud W = (WW ... WD) n-dimenziondlni Wieneriv proces, coz znamena, ze WO .. W

jsou nezévislé Wienerovy procesy. Pro jaké A € R? je proces B, = A"W, opét Wienertiv. Pro jaké
A € R** je proces V; = AW, opét k-dimenziondlni Wienertv ?



